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ВВЕДЕНИЕ 

Развивающиеся организмы – 
динамические системы 

с динамической структурой

Выяснение механизмов, которые управляют 
ростом и развитием организмов, является одной 
из интереснейших задач биологии. Одним из ме-
тодов изучения этих явлений является по строение 
формализованных моделей явления, которые 
должны помочь выяснить взаимную согласован-
ность представлений об отдельных процессах и их 
соответствие экспериментальным данным. Отли-
чительной чертой изучаемых систем в биологии 
является изменчивость структуры при условии 
сохранения определенных обобщенных структур-
ных особенно стей – структурных инвариантов. В 
результате наряду с динамикой переменных состо-
яния системы требуется моделировать динамику 
ее структуры, что ставит задачу математического 
моделирования динамических систем с динами-
ческой структурой. 

Например, в некотором аспекте состояние 
каждой клетки в ткани можно охарактеризовать 
уровнем экспрессии определенного набора генов – 

эти показатели будут являться переменными 
состояния каждой клетки и в целом – ткани. Опи-
сание в этих переменных функционирующей во 
времени ткани, изменяющей свое состояние под 
воздействием внешних и/или внутренних причин, 
дает нам пример динамической системы. Естест-
венно представить ткань как систему, структура 
которой определяется набором клеток-подсистем, 
между которыми имеются определенные связи 
(например, потоки сигналов между соседними 
клетками). В результате роста и деления клеток 
клеточное строение ткани меняется: меняется 
соседство клеток и, следовательно, изменяются 
потоки сигналов между ними. С абстрактной 
точки зрения, это пример динамической струк-
туры системы. Динамическая структура системы 
вносит дополнительную сложность при модели-
ровании, так как мы вынуждены  перестраивать 
топологию системы в процессе моделирования.

Для моделирования таких систем известно 
несколько формализмов и их реализаций в виде 
компьютерных программ, например, различ-
ные ва рианты L-систем (Lindenmayer, 1968; 
Prusinkiewicz, Lindenmayer, 1990; Prusinkiewicz 
et al., 1993), стохастическая параметризованная 
грамматика, реализованная в программе Plenum 
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(http://computableplant.ics.uci.edu/~guy/Plenum.
html), MGS – язык для моделирования биоло-
гических систем (http://www.ibisc.univ-evry.fr/~
mgs/), CompuСell (http://www.compucell3d.org/).

Представление 
дискретно-непрерывных моделей 
организмов в формализме L-систем

В данной работе мы приводим примеры 
моделей с использованием формализма L-сис-
тем (сокращение от Lindenmayer systems). 
L-системы были введены А. Линденмайером 
для моделирования развития многоклеточных 
организмов, образующих линейные и ветвя-
щиеся нитевидные структуры – филаменты 
(Lindenmayer, 1968). В формализме L-систем 
организм представляется как упорядоченная 
структура из дискретных единиц, называемых 
модулями, при этом формализм не накладывает 
никаких ограничений на природу модулей. Так, в 
модели низших организмов модули могут пред-
ставлять клетки, а в модели высших растений – 
морфофункциональные единицы, такие, как 
апикальная меристема, междоузлие, листья, цве-
ты. Каждый модуль представляется символом 
(буква алфавита L-системы), который характе-
ризует его тип. Эволюция системы заключается 
в дискретном изменении ее структуры: либо 
изменяется тип подсистемы, либо вместо одной 
подсистемы возникает несколько. В формализме 
L-систем такая эволюция системы моделируется 
переписыванием строки символов по правилам, 
определенным в L-системе.

Формально L-система – это упорядоченная 
тройка G = < V, w, P >, где V – алфавит системы, 
w – непустое слово в алфавите V, называемое 
аксиомой, P – конечное множество правил 
вида a→u, сопоставляющих каждому символу 
a из алфавита V слово u (возможно, пустое) в 
алфавите V.

Следующий пример (рис. 1) наряду с ил-
люстрацией работы L-системы демонстрирует 
одну из биологических интерпретаций данного 
формализма.

Anabaena catenula. Символы a и b представ-
ляют состояния клеток (их размеры и готовность 
к делению). Индексы left и right отражают по-
лярность клетки, определяя позиции, в которых 
появятся новые дочерние клетки типа a и b.

Для описания ветвящихся филаментов в 
алфавит введены новые служебные символы: 
«[» и «]» для обозначения начала и конца вет-
ви соответственно, «+» и «–» для обозначения 
стороны, с которой новая ветвь крепится к мате-
ринской. Ветвь крепится к символу, за которым 
непосредственно следует «[». Ветви могут быть 
многократно вложены друг в друга: на каждой 
из ветвей может быть несколько подветвей, 
которые также имеют свои ответвления, и т. д. 
Сразу заметим, что введенные новые символы 
не определяют, под каким углом к исходной оси 
будет располагаться новая ветвь. И конечный 
результат во многом зависит от того, как мы 
будем интерпретировать полученную итого-
вую строку. Можно, например, использовать 
для интерпретации «черепашью» графику – 
в этом случае мы будем получать двумерные 
изображения (рис. 2). Можно ввести другую 
интерпретацию и сразу после символа начала 
ветви добавлять значение угла, под которым 
эта ветвь будет располагаться по отношению к 
материнской ветви.

Ввиду дискретной природы L-систем, не-
прерывный рост модуля в промежутках между 
применениями правил не описывается моделью, 
т. е. мы получаем картину через определенные 
временные интервалы. Однако в динамической 
системе с динамической структурой нас инте-
ресуют два процесса, разные по своей природе: 
изменение признаков модуля (концентрация 
веществ, размер и т. п.) и изменение структу-

Рис. 1. L-система, моделирующая развитие многоклеточной нитчатой водоросли.
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ры (число и тип модулей). Для моделирования 
таких систем была разработана модификация, 
называемая параметризованной L-системой: 
дополнительно с модулем связан вектор па-
раметров, которые вместе с символом харак-
теризуют состояние модуля. Существенной 
особенностью параметризованной L-системы 
является то, что правила переписывания цепоч-
ки символов, которые моделируют изменение 
структуры системы (динамическая структу-
ра), срабатывают только при выполнении оп-
ределенных условий на параметры символов 
(переменные состояния). Параметризованная 
L-система «работает» на параметризованных 
словах. Параметризованное слово – это строка, 
составленная из модулей вида A(a1, a2, ... , an), 
каждый из которых содержит букву и связанные 
с ней параметры. Буква принадлежит алфавиту 
V, а значения параметров – некоторому произ-
вольному множеству, в том числе множеству 
вещественных чисел.

Дифференциальные L-системы (dL-систе-
мы) являются сужением параметризованных 
L-систем, когда параметры являются непре-
рывными функциями времени. Пока параметр 
w модуля A(w) остается в области определения 
допустимых значений DA, система развива-
ется как непрерывная. Как только значения 
параметров достигают границы области DA, 
правило заменяет модуль A(w) его потомком. 
Это событие происходит дискретно. Выбор 
правила может зависеть от того, какой сегмент 
границы области определения был пересечен. 
Дифференциальные уравнения описывают в 

модели непрерывные процессы (например, 
рост клетки, диффузию веществ в клеточном 
ансамбле или постепенное удлинение междоуз-
лий). Изменение структуры (например, деление 
клетки или появление новой ветви) описывается 
в терминах правил переписывания, которые 
либо меняют символ (тип модуля), либо сти-
рают символ (например, клетка умирает), либо 
заменяют один символ на несколько (деление 
клеток, появление новых фитомеров и т. д.). 
Правила применяются параллельно, отражая 
одновременность процессов во всех частях ор-
ганизма. Пример dL-системы будет приведен в 
следующей главе.

Для спецификации приведенных ниже мо-
делей в формализме L-систем мы использовали 
пакет Mathematica. По своей сути Mathematica 
представляет собой язык программирования 
высокого уровня, позволяющий реализовы-
вать традиционный процедурный и функцио-
нальный стили. Поскольку Mathematica имеет 
встроенную систему переписывания, ее просто 
использовать для реализации работы L-сис-
темы. Правила задаются в виде a→b, здесь 
символ а заменяется строкой b. Одновремен-
ность применения набора правил организу-
ется также с помощью внутренних функций 
пакета Mathematica. Для правил, срабатывание 
которых зависит от выполнения условий, на-
ложенных на параметры, применяется запись 
a:>b/;test (такое правило срабатывает только 
в том случае если условие test верно). Кроме 
этого, Mathematica позволяет достаточно просто 
создавать графические образы с применением 

Рис. 2. Пример L-системы, генерирующей ветвящуюся структуру. 

На рисунке приведены структуры, полученные на разных шагах работы L-системы.
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различных графических примитивов, что удоб-
но для графической интерпретации текущего 
состояния.

ПРИМЕНЕНИЯ ФОРМАЛИЗМА
L-СИСТЕМ

Модель роста нитчатой водоросли 
Anabaena catenula

Anabaena – один из примеров многоклеточ-
ного организма с клеточной специализацией: 
в одних клетках (вегетативных) осуществ-
ляется фотосинтез, в то время как в других 
(гетероцистах) – фиксация азота. Продукты, 
вырабатываемые в разных клетках водоросли, 
распределяются между всеми ее клетками пу-
тем диффузии. 

initial string Fh (lmax, cmax, right) Fv (lmax, cmax, right) Fh (lmax, cmax, right);

F(ll, cl, hl)〈Fv (l, c, h)〉F(lr, cr, hr):

if (l < lmax) and (c > cmin) solve dl
dt

 = rl, dc
dt

 = k(cl – 2c + cr) – ci
l – vc;

if (l ≥ lmax) and (c > cmin) and (h = right) 
produce Fv ((1 – k) lmax, c, left) Fv (klmax, c, right);

if (l ≥ lmax) and (c > cmin) and (h = left) 
produce Fv (klmax, c, left) Fv ((1 – k) lmax, c, right);

if c ≤ cmin produce Fh (l, c, h);

Fh (l, c, h): solve dl
dt

 = rx (lmax – l), dc
dt

 = rc (cmax – c).

Клетки Anabaena при делении остаются со-
единенными и в результате образуют линейные 
филаменты. В отсутствие аммиака или нитрата 
в субстрате отдельные гетероцисты разделены 
между собой примерно 10 вегетативными клет-
ками разного размера. Филамент растет за счет 
асимметричного деления вегетативных клеток. 
Так как при этом гетероцисты отодвигаются 
друг от друга, новые гетероцисты трансформи-
руются из вегетативных клеток приблизительно 
посередине между двумя уже существующими. 
Поэтому расстояние между гетероцистами оста-
ется в фиксированных границах на протяжении 
всего процесса развития филамента. Эта осо-
бенность структуры и является моделируемым 
структурным инвариантом.

Модель развития Anabaena представлена 
следующей dL-системой:

Начальная конфигурация состоит из трех 
одинаково ориентированных клеток. Далее 
определено правило для изменения внутренних 
клеток. Вегетативные клетки Fv и гетероцисты Fh 
характеризуются длиной l, концентрацией азот-
содержащих веществ c и ориентацией h = {left, 
right}. Первое правило для вегетативных клеток 
Fv показывает, что пока длина клетки l меньше 
максимального значения lmax и концентрация 
вещества c выше порогового значения cmin, длина 
клетки l увеличивается экспоненциально со-

гласно уравнению dl
dt

 = rl, где r – удельная ско-

рость роста, а концентрация веществ изменя-

ется по закону dc
dt

 = k(cl – 2c + cr) – ci
l

 – vc, где

v – скорость реакции первого порядка. Пер-

вое слагаемое в этом уравнении описывает 
диффузию веществ через клеточные стенки, а 
второе – экспоненциальный спад концентрации 
веществ в клетках. Следующие два правила 
описывают деление вегетативных клеток. Если 
клетка достигает максимальной длины lmax, а 
концентрация с еще выше уровня cmin, клетка 
делится согласно ориентации на две вегетатив-
ные клетки размера klmax и (1 – k)lmax, концентра-
ция вещества c наследуется от их родительской 
клетки. Если концентрация падает до границы 
cmin, клетка дифференцируется в гетероцисту. 
Все правила отвечают непрерывному критерию: 
сохраняются общая длина и концентрация азот-
содержащих веществ.

Последняя строка модели характеризует 
поведение гетероцист. Их длина и концент-
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рация веществ экспоненциально стремятся к 
предельным значениям lmax и cmax. Гетероцисты 
не подвергаются никаким дальнейшим изме-
нениям. Результаты работы модели приведены 
на рис. 3.

Представленная модель водоросли Anabaena 
catenula показывает, что простой механизм, 
основанный на изменении концентрации не-
которого вещества (вследствие реакции и диф-
фузии) и простых правил поведения клеток в 
зависимости от этой концентрации, способен 
объяснить возникновение пространственно 
неоднородных клеточный ансамблей, сохра-
няющих определенный структурный паттерн. 
Модель хорошо воспроизводит наблюдаемые 
закономерности в распределении гетероцист в 
процессе развития водоросли Anabaena catenula, 
а именно: гетероцисты появляются периодично 
(через 8–10 вегетативных клеток), что подтверж-
дается экспериментальными наблюдениями.

Модель регуляции расположения зон 
в апикальной меристеме растущего побега 

растения Arabidopsis thaliana

На конце каждой растущей ветви растения 
расположена апикальная меристема побега 
(АМП). В АМП выделяют несколько групп 
клеток (зоны). Так, клетки, расположенные 
вокруг вертикальной оси меристемы (рис. 4) в 
радиусе 2–4 клетки в самых верхних 3–4 слоях, 
синтезируют некоторый белок, называемый 
CLV3, и принадлежат центральной зоне (ЦЗ). 
Клетки ЦЗ постоянно делятся с небольшой 
скоростью и таким образом дают начало всем 
клеткам побега. Ниже клеток ЦЗ располагаются 
клетки, экспрессирующие ген WUS. Эти клет-
ки относят к организационному центру (ОЦ), 

Рис. 3. Результаты моделирования Anabaena catenula на трех различных шагах. 

Ширина столбца – относительная длина клетки, высота – концентрация вещества с. Темные столбцы – гетероцисты, 
светлые – вегетативные клетки. 

толщина которого в вертикальном направле-
нии может составлять 1–3 клетки. Эти группы 
формируют в АМП определенную стабильную 
пространственную структуру и оказывают друг 
на друга регулирующие воздействия. Некото-
рые дополнительные детали можно найти в 
работах Николаева с соавт. (2006, 2007, 2010) 
и в цитируемых в них статьях.

В результате роста и деления происходит 
смена клеток, составляющих зоны, так что 
клетки ЦЗ, перемещаясь вниз, становятся клет-
ками ОЦ. В свою очередь клетки ОЦ должны 
переместиться вниз и стать клетками риб-зоны. 
В данной работе нас интересовал вопрос о 
стабильном положении ОЦ на продольной оси 
АМП относительно верхней точки меристемы 
и регуляции размера ЦЗ. Для построения од-
номерной модели мы рассматриваем столбец 
клеток вокруг центральной оси меристемы (ось 
0x на рис. 4). Соответственно, в начале массива 
расположены клетки ЦЗ, затем клетки ОЦ и 
далее клетки, специализирующиеся в клетки 
сосудистой системы.

Рис. 4. Продольный срез апикальной меристемы 
побега A. thaliana. 

а: 1 – центральная зона, 2 – периферическая зона, 3 – 
организационный центр; б – взаимная регуляция синтеза 
веществ Y, C и W. Пунктирные стрелки – активация, 
сплошная линия – ингибирование.
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Для того чтобы изучать эффект деления 
клеток на структуру АМП, модель была реали-
зована в виде dL-системы. Как отмечено выше, 
расположение ЦЗ и ОЦ в АМП определяется 
пространственным распределением концент-
раций некоторых веществ: Y, C и W. В зависи-
мости от скоростей синтеза этих веществ мы 
выделяем три типа клеток: Sw – клетки, в кото-
рых синтез вещества W больше определенного 
порога, эти клетки в модели представляют ОЦ; 
Sc – клетки ЦЗ, расположены перед клетками 
Sw; Sd – клетки, расположенные за клетками Sw. 
Эти клетки утратили способность делиться и 
стали специализироваться в клетки сосудистой 
системы. Клетки типов Sc и Sw при достижении 
определенного возраста могут делиться и на 
этом основании объединяются в клетки возоб-
новительной зоны (тип Sr). В итоге при расчете 
динамики структуры в модели различались два 
типа клеток: Sr и Sd.

В данной модели состояние каждой клетки 
описывается 4 параметрами: φ – возраст клетки 
(определяется фазой клеточного цикла), y, c, 
w – концентрации соответствующих веществ. 
Таким образом, в нашей модели алфавит 
L-системы имеет следующий вид: 

V = {Sr (φ, y, c, w), Sd (φ, y, c, w)}.

Динамика переменных состояния каждой 
клетки описывается следующим образом. Воз-
раст клетки φ увеличивается согласно уравне-
нию:

        dφi
dt  = θφi, i = 1, 2, …, n,          (1)

где θ – относительная скорость изменения воз-
раста клетки, в данном случае это постоянная, 
одинаковая для всех клеток величина, n – число 
клеток.

Параметры y, c, w изменяются благодаря 
синтезу, диффузии и распаду веществ Y, C и W 
в клетках. Реакции синтеза веществ происходят 
со скоростью, зависящей от присутствия других 
веществ в клетке: скорость синтеза Y зависит 
от концентрации вещества W в первой клетке; 
в зависимости от концентрации Y в других 
клетках может синтезироваться вещество С. В 
тех же клетках в зависимости от концентрации 
веществ Y и C может синтезироваться вещество 
W (регуляторные зависимости представлены на 
pис. 4 справа). Кроме того, все вещества распа-
даются с определенными скоростями, и между 
клетками может происходить диффузия веществ 
Y и W. В результате динамика концентраций 
веществ выражается следующей системой 
уравнений: 

  dy1
dt  = –ay y1 + Dy (y2 – y1) + 1

τy
 g(x1), x1 = hy + Eyw w1,

  
dyi
dt  = –ay yi + Dy (yi–1 – 2yi + yi+1), i = 2, 3, ..., n–1,

  dyn
dt  = –ay yn + Dy (yn–1 – yn),

 
  dci

dt  = –ac ci + 1
τc

 g(Ui), Ui = hc + Ecy yi, i = 1, 2, ..., n,      (2)

  dw1
dt

 = –aw w1 + Dw (w2 – w1) + 1
τw

 g(V1), V1 = hw + Ewy y1 + Ewc c1,

  dwi
dt  = –aw wi + Dw (wi–1 – 2wi + wi+1), Vi = hw + Ewy yi + Ewc ci, i = 2, ..., n–1,

  dwn
dt  = –aw wn + Dw (wn–1 – wn) + 1

τw
 g(Vn), Vn = hw + Ewy yn + Ewc cn,

где yi, ci, wi – концентрации веществ в i-й клетке; 
a – коэффициенты распада, D – коэффициенты 
диффузии, Eij – коэффициенты чувствитель-
ности регуляции, которые больше нуля, если 
вещество j стимулирует синтез вещества i, и 
меньше нуля, если угнетает; τk – коэффициенты, 
обратные максимальной скорости экспрессии. 

Параметры hk, как и Eij, определяют пороговые 
значения сигмоидной функции g(x).

Аксиома dL-системы задается списком кле-
ток-модулей, снабженных параметрами, значе-
ния которых формируются следующим образом. 
В начальный момент времени возраст клеток 
φ задается как нормально распределенная слу-
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чайная величина со средним значением φ0 = 1 
и среднеквадратичным отклонением σ = 0,1, с 
дополнительным условием φ > 0. Переменные 
y, c, w в клеточном массиве в начальный момент 
получают значения стационарного решения 
системы (1)–(2).

Динамика структуры клеточного массива 
определяется делением клеток типа Sr в возоб-
новительной зоне. В данной работе мы пред-
полагали, что клетки делятся с некоторой веро-
ятностью в зависимости от их возраста (фазы 
клеточного цикла, в которой в данный момент 

            Sr (φ, y, c, w) 
φ<2φ0, c≥c0 w≥w0  Sr (φ, y, c, w),

            Sr (φ, y, c, w) 
φ<2φ0, c<c0 w<w0  Sd (φ, y, c, w),

Sr (φ, y, c, w) 
φ≥2φ0, c≥c0 w≥w0  Sr (αφ, y, c, w) Sr ((1 – α)φ, y, c, w),

            Sr (φ, y, c, w) 
φ≥2φ0, c<c0 w<w0  Sd (αφ, y, c, w) Sd ((1 – α)φ, y, c, w),

            Sd (φ, y, c, w) → Sd (φ, y, c, w).

времени находится клетка). Как только возраст 
клетки достигает порогового значения φ = 2φ0 
(в модели φ0 = 1), клетка делится на две дочерние, 
возраст которых αφ и (1 – α)φ, где α – нормально 
распределенная случайная величина со средним 
значением 0,5 и среднеквадратичным отклоне-
нием 0,1, с дополнительным условием 0 < α < 1. 
В образовавшихся дочерних клетках значения 
концентраций веществ Y, C и W наследуются 
(переписываются) от родительской клетки.

Правила переписывания dL-системы имеют 
следующий вид:

В результате деления клеток возобновитель-
ной зоны изменяются структура и размерность 
динамической системы (1)–(2). В момент време-
ни, когда происходит деление клетки, система 
перестраивается согласованно с изменением 
клеточной структуры.

Состояние системы на каждом временном 
шаге записывается в отдельный список, что поз-
воляет визуализировать результаты (рис. 5).

Для нормального функционирования АМП 
должна иметь определенную структуру, т. е. 
«правильное» распределение синтеза (и кон-
центраций) веществ. В результате возмущений, 
вызываемых делениями клеток, структура АМП 
может разрушаться. Это значит, что после воз-
мущения она уже не вернется к «правильному» 
стационарному решению. В данной работе мы 
считаем, что АМП является живучей, если 

Рис. 5. Результат работы мо-
дели. Динамика числа клеток 
каждого типа в клеточном 
массиве. 

t – время в условных единицах, 
n – число клеток.

вероятность разрушения правильной структу-
ры мала на протяжении времени, равного 20 
средним клеточным циклам в АМП (например, 
у A. thaliana по времени это в среднем соответ-
ствует жизненному циклу растения).

Поскольку в модели диффузия является 
механизмом распространения сигналов, можно 
ожидать, что соотношение характерных времен 
роста и деления клеток, с одной стороны, и 
диффузии W и Y, с другой стороны, должно 
играть ключевую роль в устойчивости струк-
туры АМП. В качестве характерного времени 
диффузионных процессов мы выбрали время 
достижения определенной концентрации W в 
первой клетке в результате его диффузии из 
клеток ОЦ, где происходит его синтез.

В вычислительных экспериментах с моделью 
было установлено, что уменьшение относитель-
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ной длины клеточного цикла приводит к моно-
тонному возрастанию вероятности разрушения 
структуры возобновительной зоны (рис. 6).

ЗАКЛЮЧЕНИЕ И ПЕРСПЕКТИВЫ

Рассмотренные примеры показывают, что 
параметризованные L-системы являются удоб-
ным формализмом для моделирования роста 
и развития простых организмов с линейной и 
ветвящейся структурой. Естественным шагом в 
продолжение рассмотренной в работе тематики 
является переход к моделям с более сложной 
пространственной структурой, например к мо-
делям динамики клеточных пластов. Примеры 
применения для этого L-систем показывают, 
что сам формализм накладывает ограничения 
на множество порождаемых паттернов роста 
клеточного пласта (Tuza, Lindenmayer, 1992). В 
качестве альтернативы, у которой этот недоста-
ток отсутствует, интерес представляет модель 
Хонды (Honda et al., 2004) и ее модификации 
(Merks et al., 2011). В этой модели клетки пред-
ставляются многоугольниками в двумерном 
случае и многогранниками – в трехмерном, 
вершины которых перемещаются под воздей-
ствием различных сил. Алгоритм деления кле-
ток реализует эмпирическое правило, согласно 
которому граница между дочерними клетками 
ориентируется перпендикулярно главной оси 
эллипсоида момента инерции материнской 
клетки и делит ее примерно поровну.
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лодному за плодотворное обсуждение работы.
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Summary

An introduction to modeling of dynamical systems possessing dynamical structures with L-systems is 
given. Application of L systems is illustrated by models of plant tissue growth and control of state variable 
distribution in the growing tissue. 
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