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Development and improvement of mathematical 
methods used in modeling biological systems repre-
sents a topical issue of mathematical biology. in this 
paper, we considered a general form of a system of 
first-order delayed differential equations, traditionally 
used for describing the function of biological systems 
of different hierarchical levels. the main feature of this 
class of models is that some inherent processes (for 
example, elongation of Dna, rna, and protein synthe-
sis) are described in a subtle form and can be explicitly 
specified only through delayed arguments. in this 
paper, we propose an algorithm for rewriting systems 
with constant delayed arguments in an equivalent 
form that represents a system of partial differential 
equations with transfer equations. the algorithm is 
universal, since it does not impose any special condi-
tions on the form of the right-hand parts of systems 
with delayed arguments. the proposed method is a 
multivariant algorithm. that is, based on one system 
of differential equations with delayed arguments, 
the algorithm allows writing out a number of special 
systems of partial differential equations, which are 
equivalent to the original system with delayed argu-
ment in the entire solution set. the results obtained 
indicate that delayed arguments and transfer equa-
tions are equivalent mathematical tools for describing 
all types of dynamic processes of energy and/or matter 
transfer in biological, chemical, and physical systems, 
indicating a deep-level similarity between properties 
of dynamic systems, regardless of their origin. at the 
same time, those processes that are subtle when re-
tarded argument is used can be explicitly described in 
the form of transfer equations using systems of partial 
differential equations. this property is extremely im-
portant for the modeling of molecular genetic systems 
in which processes of Dna, rna, and protein synthesis 
proceed at variable rates and need to be considered in 
certain problems, what can easily be done in models 
constructed using the mathematical tool of partial 
derivatives.
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разработка и совершенствование методов математического моде-
лирования биологических систем – актуальное направление мате-
матической биологии. в статье рассмотрена система общего вида 
дифференциальных уравнений первого порядка с постоянными 
запаздывающими аргументами, широко используемая в качестве 
математического аппарата для описания и анализа динамики функ-  
ционирования биологических систем практически на всех уровнях 
их организации. К основной особенности данного класса моделей 
относится то, что некоторые процессы, явно протекающие в био-
системах (например, стадии элонгации синтеза днК, рнК, белков), 
описываются в скрытой форме и в модели проявлены только 
через запаздывающие аргументы. в настоящей работе мы пред-
лагаем алгоритм переписывания систем с постоянными запазды-
вающими аргументами в эквивалентной форме, представляющей 
систему дифференциальных уравнений в частных производных с 
уравнениями переноса. алгоритм переписывания универсален, 
поскольку не накладывает каких-либо специальных условий на 
вид правых частей систем с запаздывающими аргументами. Пред-
ложенный алгоритм является многовариантным, т. е. позволяет по 
одной системе дифференциальных уравнений с запаздывающи ми 
аргументами выписывать несколько специальных систем диф-
фе ренциальных уравнений в частных производных, которые на 
множестве решений эквивалентны исходной системе с запазды-
вающим аргументом. Полученные результаты демонстрируют, что 
постоянные запаздывающие аргументы и уравнения переноса с 
постоянными коэффициентами являются равноценными матема-
тическими аппаратами для описания всех типов динамических 
процессов переноса энергии и/или вещества в биологических, 
химических и физических системах. в то же время системы урав-
нений с частными производными позволяют описывать в явном 
виде, в форме уравнений переноса, те процессы, которые скрыты 
в запаздывающем аргументе. Это весьма важное свойство, если 
речь идет о моделировании молекулярно-генетических систем, в 
которых процессы синтеза днК, рнК и белков протекают с нерав-
номерной скоростью и в определенных задачах требуют уче та, что 
легко можно сделать в моделях, построенных с использованием 
математического аппарата частных производных.
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Биохимическая природа биологических процессов по-
зволяет моделировать динамику их функционирова-
ния системами дифференциальных уравнений перво-

го порядка с запаздывающими аргументами (Лихошвай и 
др., 2003, 2004; Демиденко, Лихошвай, 2005; Likhoshvai et 
al., 2013). Этот подход широко используется при модели-
ровании молекулярно-генетических процессов (Romond 
et al., 1999; Monk, 2003; Когай и др., 2015; Likhoshvai 
et al., 2015, 2016; Suzuki et al., 2016; Khlebodarova et al., 
2017; Kogai et al., 2017), включая динамику клеточных 
циклов (Busenberg, Tang, 1994; Srividhya, Gopinathan, 2006; 
McIsaac et al., 2011; Gérard, Goldbeter, 2012; Yang, Ferrell, 
2013; Gelens et al., 2015), а также инфекционные (Nelson 
et al., 2000; Nelson, Perelson, 2002), популяционные (Lu et 
al., 2017) и другие процессы (см. обзор (Bocharov, Rihan, 
2000)). В общем случае такие системы имеют вид 

 

d
dt xi (t) = fi (t, X(t), Gi (X(t))|Ti 

), i = 1, …, n,

X(t) = (x1(t), …, xn (t)),
Gi (X(t))|Ti

 = (gi,1(x1(t – τi,1)), …, gi, n(xn (t – τi, n))), 

Ti = (τi,1, …, τi, n).     
          

 (1)

В системе уравнений (1) X(t) представляет вектор ди-
намических переменных, характеризующий состояние 
целевого биологического объекта в текущий момент 
времени t; fi и gi, j – управляющие сигналы, задающие за-
кон изменения i-й переменной. Параметры τi, j описывают 
постоянные запаздывания по времени действия j-й пере-
менной на i-й управляющий сигнал.

В настоящей работе предложен алгоритм эквивалент-
ного представления постоянных запаздывающих аргу-
ментов τ уравнениями переноса в моделях динамических 
систем.

Алгоритм замены запаздывающих аргументов 
на уравнения переноса
Пусть xi (t) являются решением системы (1) с начальными 
функциями:

xi (t – τi) = ϕi (t), 0 ≤ t ≤ τi, 
                     τi = max(τ1, i , …, τn, i ), i = 1, …, n.                  (2)

Выпишем систему

t
  zi, j (t, si, j) + si, j

  zi, j (t, si, j) = 0, 

0 ≤ si, j ≤ τi, i, j = 1, …, n,      
d
dt  xi (t) = fi (t, X(t), zi, 1(t, τi, 1), …, zi, n(t, τi, n)), i = 1, …, n. 

  

(3)

В ней первые n2 уравнений представляют классические 
уравнения переноса, в которых i-я переменная переноса 
изменяется на интервале [0, τi], i = 1, …, n, (n2 + 1)-е, …, 
(n2 + n)-е уравнения выписываются на основе системы (1).

Зададим краевые условия
                zi, j (t, 0) = gi, j (xj (t)), i, j = 1, …, n                  (4)

и начальные данные
xi (0) = ϕi (τi), zi, j (0, si, j) = gi, j (ϕi (τi, j – si, j)), 

                             0 ≤ si, j ≤ τi, j, i, j = 1, …, n.                        (5)

Зададим вектор-функцию
zi, j (t, si, j) = gi, j (xj (t – si, j)), t – si, j ≥ 0,

t ≥ 0, 0 ≤ si, j ≤ τi, j, i, j = 1, …, n, 

zi, j (t, si, j) = gi, j (ϕj (τi, j + (t – si, j))), –τi, j ≤ t – si, j ≤ 0.    
(6)

Прямой подстановкой убеждаемся, что функции (6) 
являются решением первых n2 уравнений переноса из (3), 
а совместно с функциями xi (t), i = 1, …, n, являющимися 
решениями задачи Коши (1)–(2), функции (6) удовлетво-
ряют (n2 + 1)-му, …, (n2 + n)-му уравнениям из (3). Также 
без труда устанавливается, что zi, j (t, si, j), xi (t), i, j = 1, …, n, 
удовлетворяют краевым и на чальным условиям (4) и (5) и, 
следовательно, являются решением задачи Коши (3)–(5). 

Аналогично устанавливается, что если zi, j (t, si, j), xi (t),  
i, j = 1, …, n, являются решением задачи Коши (3)–(5), то 
xi (t), i = 1, …, n, являются решением задачи Коши (1)–(2).

Этим устанавливается эквивалентность использования 
запаздывающих аргументов и уравнений переноса при 
моделировании динамических процессов.

Многовариантность алгоритма
Представленный выше алгоритм перехода от системы с 
запаздывающими аргументами (1) к эквивалентной систе-
ме с уравнениями переноса (2) универсален, так как не 
накладывает каких-либо специальных условий на вид 
пра вой части системы (1).

Особенностью данного алгоритма является многова-
риантность выписывания задач Коши (3)–(5) на основании 
заданной задачи Коши (1)–(2). Продемонстрируем это 
свойство на конкретной модели матричного синтеза не-
регулярных полимеров (белка, РНК, ДНК).

Его простейшей моделью является уравнение
                                dx

dt
 = V(x(t – τ)) – βx,                           (7)

которое мы взяли из работы (Лихошвай и др., 2004).
Здесь x обозначает концентрацию конечного (целевого) 

продукта синтеза; V – функция, управляющая скоростью 
инициации синтеза; τ – время, затрачиваемое на синтез 
целевого продукта; β – константа скорости его утилизации.

Пусть функция x(t) является решением (7) на полуоси 
t ≥ 0 с начальной функцией

                         x(s – τ) = ϕ(s), 0 ≤ s ≤ τ.                        (8)
Перепишем систему (3) с учетом (7):

t
  z(t, s) + s  z(t, s) = 0, 0 ≤ s ≤ τ,

dx(t)
dt  = f (z(t, τ)) – βx(t). 

                                    (9)

Положим f (x) ≡ x, g (x) ≡ v (x). Тогда имеем следующую 
задачу Коши:

t
  z(t, s) + s  z(t, s) = 0, 0 ≤ s ≤ τ,

dx(t)
dt  = z(t, τ) – βx(t), 

z(t, 0) = v (x(t)), x(0) = ϕ(τ), z(0, s) = v (ϕ(τ – s)), 0 ≤ s ≤ τ,

z0(t, s) = v (x(t – s)), t – s ≥ 0,

z0(t, s) = v (ϕ(τ + t – s)), –τ ≤ t – s ≤ 0, 0 ≤ s ≤ τ, t ≥ 0,   

    (10)

эквивалентную задаче (7)–(8).
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Теперь положим f (x) ≡ v (x), g (x) ≡ x. Тогда задача Коши 
записывается в виде

t
  z(t, s) + s  z(t, s) = 0, 0 ≤ s ≤ τ,

dx(t)
dt  = v (z(t, τ)) – βx(t), 

z(t, 0) = x(t), x(0) = ϕ(τ), z(0, s) = ϕ(τ – s), 0 ≤ s ≤ τ,

z0(t, s) = x(t – s), t – s ≥ 0,

z0(t, s) = ϕ(τ + t – s), –τ ≤ t – s ≤ 0, 0 ≤ s ≤ τ, t ≥ 0.   

 
         (11)

Она также эквивалентна задаче (7)–(8). Очевидно, до-
пускаются и иные системы вида (3), эквивалентные си-
с теме (1).

Выбор наиболее подходящего варианта представления 
системы (3) для моделирования конкретного динамиче-
ского объекта требует уже учета его специфики. Для при-
мера обратимся вновь к задаче (7)–(8) и эквивалентным 
задачам (10) и (11). Уравнение (7) используем для моде-
лирования синтеза белка, являющегося авторе гулятором 
эффективности инициации транскрипции гена, который 
кодирует его структуру. Тогда функция V опи сы вает 
регуляторный механизм, действующий в точке иници-
ации транскрипции на промоторе гена, а запаздываю- 
щий аргумент описывает время, необходимое для син теза 
инициированной молекулы, приобретения ею актив ной 
формы и доставки ее к точке воздействия. В этом слу-
чае представление (10) адекватно учитывает специфи ку 
моделируемого объекта, состоящую в том, что управля-
ющее воздействие производится в момент инициации 
синтеза, что и учтено в структуре краевого условия си-
с темы (10). Переменная z(t, s) является функцией плот-
ности концентрации промежуточных продуктов синтеза, 
имеющих условную длину s/τ и присутствующих в среде 

в момент времени t, а 
 s2

 ∫ z(t, s)ds
s1

 имеет смысл концентра-

ции промежуточных продуктов синтеза, условная длина 
которых (s/τ) заключена в интервале [s1/τ, s2/τ]. При под-
ходящем подборе границ s1 и s2 это может быть концен-
трация синтезируемой молекулы РНК или полипептида 
определенной длины. Напротив, система (11) подобными 
свойствами не обладает. Рассмотренный пример позволяет 
сформулировать следующий полезный прием для выбора 
более адекватного представления системы (1)–(2) в виде 
системы (3)–(5). Для этого необходимо, чтобы моменты 
приложения управляющих функций в начально-краевой 
задаче (3)–(5) совпадали с точками их приложения в за-
даче Коши (1)–(2).

Обсуждение и заключение
Операторы дивергенции, входящие в уравнения переноса, 
являются традиционными членами дифференциальных 
уравнений математической физики. Они, например, ис-
пользованы Максвеллом при построении электромаг-
нитной теории и входят в уравнение Фоккера – Планка, 
которое впервые было применено для статистического 
описания броуновского движения частиц в воде, а в на-
стоящее время широко используется при моделировании 
не только физических и химических процессов, но и 

биологических, например популяционной плотности 
нейронов, внутриклеточного транспорта с помощью мо-
торных белков и др. (Risken, 1996; Harrison et al., 2005; 
Bhat, Gopa lakrishnan, 2016). Операторы дивергенции 
входят также в уравнение Колмогорова – Чепмена для 
вероятностей переходов в марковских процессах, которое 
применяет ся, в том числе, и для моделирования биоло-
гических про цессов (Dayananda et al., 2004; Salapaka et  
al., 2012).

Запаздывающие аргументы введены в практику ис-
пользования в математике в первой половине прошлого 
столетия (Мышкис, 1949; Эльсгольц, Норкин, 1971). Они 
являются традиционным аппаратом при моделировании 
процессов переноса, примером которых в биологических 
системах, на внутриклеточном уровне, служат матричные 
процессы (репликация, транскрипция, трансляция), в 
результате которых синтезируются нерегулярные полиме-
ры – ДНК, РНК и белки, и такие процессы, как транспорт 
молекул, синтез метаболитов, сигнальные пути передачи 
информации и др. В настоящее время запаздывающие 
аргументы активно применяются в математических мо-
делях вышеописанных процессов (Лихошвай и др., 2004;  
Srividhya, Gopinathan, 2006; McIsaac et al., 2011; Gérard, 
Goldbeter, 2012; Yang, Ferrell, 2013; Gelens et al., 2015; Li-
khoshvai et al., 2015, 2016; Suzuki et al., 2016; Khlebodarova 
et al., 2017; Kogai et al., 2017).

Полученные результаты показывают, что запаздыва-
ющие аргументы и уравнения переноса являются экви-
валентными математическими аппаратами для описания 
всех типов динамических процессов переноса энергии 
и/или вещества в биологических, химических и физиче-
ских системах, указывая на глубинное подобие свойств 
динамических систем независимо от природы их проис-
хождения. В то же время системы уравнений с частными 
производными обладают следующим важным свойством: 
процессы, которые описываются в моделях с запаздыва-
ющими аргументами в скрытой форме, в виде запаздыва-
ющего аргумента, в моделях с частными производными 
описываются в явном виде в форме уравнений переноса. 
На наш взгляд, это весьма важное свойство, если речь идет 
о молекулярно-генетических системах, так как в общем 
случае такие процессы, как элонгация синтеза ДНК, РНК и 
белков, протекают с неравномерной скоростью и в опреде-
ленных задачах требуют персонального учета, что можно 
легко сделать в моделях, построенных с использованием 
математического аппарата частных производных.
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